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摘 要 : 对 任意 正 整数 mw, 著名 的 Smarandache 函数 S(m) 定义 为 最 小 的 正 整 数 mm 使 
得 中 | mu 即 39(n) = min{fm : meN，nmlml. 本 文 的 主要 目的 是 利用 初等 方法 研究 
一 类 包含 S(n) 的 Dirichlet 级 数 与 Riemann zeta- 函数 之 间 的 关系 , 并 得 到 了 一 个 有 
趣 的 恒等式 . 
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1 引言 及 结论 


对 于 任意 正 整数 ww 我 们 定义 Smarandache 函数 S(p) 为 最 小 的 正 整 数 mm 使 得 | ml!. 即 
就 是 S(n) = min{m : me N，z|m. 这 一 函数 是 美 籍 罗马 尼 亚 著名 数论 专家 Smarandache 
教授 在 文 四 中 提出 的 , 并 建议 人 们 研究 它 的 性 质 . 从 5(m) 的 定义 人 们 容易 推出 如 果 = 
221D22 .Dor 表示 m 的 标准 分 解 式 , 那么 

(m) = 汪汪 {53(C 人 )} 
例如 :5(1) = 1 38(2) = 2 3S(3) = 3， 9(4) = 4 3(5) = 5 35(6) = 3 5(7) = 7，3(8) = 4 
5(9) = 6, 95(10) = 5 3S(11) = 11 5(12) = 4 3(13) = 13，5(14) = 7， 5(15) = 5，5(16) = 6， 
本 . 关于 S(n) 的 算术 性 质 , 有 不 少 学 者 进行 过 研究 , 获得 了 一 些 具 有 重要 理论 价值 的 研究 
成 果 . 例如 , 王 永 兴 在 文 ] 中 研究 了 Sm) 的 均值 性 质 , 给 出 了 该 函数 均值 的 一 个 较 强 的 渐进 
公式 


Tr2 2 2Z2 
人 (2 
陆 亚 明 在 文 [3] 中 研究 了 一 个 包含 S(n) 方程 的 可 解 性 , 证 明了 对 任意 正 整 数 上 > 2, 方程 
Si 二 az 十 .十 mb) 一 Snl) 十 Sm2) 十 … 十 (mk) 


有 无 穷 多 组 正 整 数 解 (min2，…… ,7nb)- 

文 合 中 进 - - 步 证 实 了 对 任意 下 整数 大 > 2, 存在 无 限 多 组 正 整数 ( ri,ma2,…… ,rnk) 满足 
不 等 式 ，8(mi + ma 十 … 二 mk) > 5(ma)+S(mna) 十 … 十 5(mp), 同时 ， 又 存在 无 限 多 组 正 整 
数 ( ni,ma,…… ,mk) 使 得 S(mal 十 ma 十 … 十 ?pb] < Stm]) 十 3S(m2) 十 … 十 9Umh)， 
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此 外 , 徐 哲 峰 在 文 [中 研究 了 3(n) 的 值 分 布 问题 , 获得 了 一 个 更 深刻 的 结果 , 即 就 是 证 
明 下 面 的 结论 : 设 P(m) 表示 m” 的 最 大 素 因子 , 则 对 任意 实数 > > 1 我 们 有 渐 近 公式 


思 (5m- PP2= 一 +O ( 世 ] 


TS<Z 


其 中 6(s) 表示 Riemann zeta- 函数 . 

本 文 的 主要 目的 是 研究 -- 类 包含 S(n) 的 Dirichlet 级 数 的 计算 问题 , 并 获得 该 级 教 与 Rie- 
mann zeta- 函数 之 间 的 一 个 有 趣 的 恒等式 ! 为 叙述 方便 , 我 们 首先 引入 Mangoldt 函数 A(mn) 的 
定义 如 下 : 

对 于 任意 正 整数 m> 1 我 们 定义 Mangoldt 函数 A(p) = Inp, 如果，= po, a > 1 2 为 素 
数 ; A(n) = 0, 其 它 . 

这 一 函数 在 素数 分 布 理 论 研究 中 占有 十 分 重要 的 位 置 , 因而 引起 不 少数 论 专家 的 重视 ! 然 
而 关于 函数 A(n) 与 8(n) 构成 的 Dirichlet 级 数 

ce Am) 
7 一 1 Se 昌 
的 性 质 , 至 今 没 有 人 研究 , 甚至 也 不 知道 这 一 级 数 对 那些 复数 s。 收敛, 对 那些 复数 s 发 散 . 本 文 
利用 初等 方法 着 重 研究 了 这 一 问题 , 并 给 出 了 该 级 数 与 著名 的 Riemann zeta- 函数 之 间 的 联系 ， 
也 就 是 证 明了 下 面 的 定理 ; 
定理 设 尺 > 1 为 任意 给 定 的 正 整 数 , 则 对 任意 复数 。 且 Re(s) > 1 我 们 有 恒等式 


网 
5 


其 中 5(s) 表示 Riemann zeta- 函数 , 其 中 6 (8) 表示 5(s) 对 复数 s 的 导数 . 
这 一 定理 是 有 意义 的 , 它 不 仅 解决 了 级 数 (1) 的 收敛 与 计算 问题 , 同时 也 建立 了 该 级 数 与 著 
名 的 Riemann zeta- 函数 之 间 的 密切 联系 . 特别 当 大 = 1 时 由 我 们 的 定理 立刻 得 到 下 面 的 推论 ; 
推论 对 任意 复数 。 且 Re(s) > 1, 我 们 有 恒等式 


c An) 了 7 
Sep) 


多 一 1 


2 几 个 简单 的 引 理 


为 了 完成 定理 的 证 明 , 我 们 需要 几 个 简单 的 引 理 , 首先 有 下 面 的 : 
引 理 1 对 任意 复数 s 且 Re(s) > 1, 我 们 有 恒等式 


其 中 半 ， 表示 对 所 有 素数 p 求 和 , 6(3) 表示 Riemann zeta- 函数 , 6 (s) 表示 〈(s) 对 复数 s 的 
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证 明 由 Riemann zeta- 函数 的 定义 及 著名 的 Buler 求 和 公式 (参阅 文 [10] 中 定理 11.7) 
知 对 任意 复数 。 当 Re(s) > 1 时 有 恒等式 


局 = 开 (- 2 


了 


其 中 JI， 表示 对 所 有 素数 p 求 积 . 对 (2) 式 两 边 取 对 数 并 对 复数 s 求 导 可 得 
(nk = - 呆 (an ( 辣 ] 
了 


或 者 《全 = -- ， 中 车 ,于 是 完成 了 引 理 1 的 证 明 . 
为 叙述 引 理 2, 需 引 入 另 一 个 数论 函数 函数 So(n): 设 2 为 给 定 的 素数 , 则 对 任意 正 整数 mw， 

定义 寡 p 的 原 数 函 数 9Sv(n) 为 最 小 的 正 整 数 mm 使 得 |m. 即 就 是 9(m) = min{fm : 到 mm 路. 

例如 : S$3(1) = 3,，S$s(2) = 6，53(3) = 9 83(4) = 9 …， 这 个 函数 与 函数 8S(n) 密切 相关 , 也 

是 Smarandache 教授 在 文 [1 中 提出 的 , 关于 它 的 性 质 , 有 不 少数 论 专家 也 进行 了 研究 , 获得 了 

许多 深刻 的 结果 , 参阅 文 [6-8]. 本 文 需要 利用 到 函数 So(m) 的 一 个 重要 性 质 , 也 就 是 下 面 的 : 
引 理 2 设 大 > 1 为 任意 给 定 的 整数 . 则 对 任意 复数 s 且 Re(s) > 1, 我 们 有 恒等式 


1 5) 
S3(kip) pie 一 1 
证 明 这 一 引 理 实际 上 是 文 四 中 定理 1 的 推广 和 延伸 ,我 们 在 修改 本 文 的 过 程 中 也 发 现 最 
新 的 文 9] 中 给 出 了 证 明 . 为 了 本 文 的 完整 性 , 我 们 在 这 里 给 予 简单 的 重复 . 令 mm = So(bm), 如 
果 pe | m, 则 在 {Sp(km)} 序列 中 mm 重复 的 次 数 为 || (n = 1 2 …) 次 . 即 就 是 存在 | 元] 


个 m 使 得 8S(imn) = mm 显然 序列 9p(pn) (mn = 1，2，…) 的 每 一 项 都 是 素数 p 的 倍数 , 所 以 我 
们 有 


玫 


co 1 ooe [8 ooe 大 一 1 co 8 区 三 机， 6 
2 鄂 (km) mm 一 1 mm 乞 包 2 mm 乞 多 2 msD(GK+T)a 
pollm ppk+Ylm (np)j=1 
外 二 1 马 工 
一 - PPks 2 BTs 2 723 (3) 


注意 到 恒等式 1 人 站 羡 二 二 2 十 过 Ze=lpn 二 于 (3) 一 2m-l pz 这 4 去 ) 《(s). 


天 一 1 

工 _ 工 一 普 它 有 败 2 
半 ， 一 0 2 
0 。 2 pB=1 ]) 


9s(Km) 生 Djps 一 二 
引 理 3 对 任意 素数 p 及 任意 正 整数 a, 我 们 有 恒等式 S(pz) = 9(a). 
证 明 这 一 恒等式 可 由 函数 S(n) 与 函数 9"(n) 的 定义 容易 获得 . 事实 上 注意 到 8S(z2) 表 
示 最 小 的 正 整数 m 使 得 oem 而 8(a) 也 表示 最 小 的 正 整数 m 使 得 ze|m!. 因此 有 定义 立刻 
得 到 S(p2) = 3Sp(o) 


由 (3) 式 我 们 立即 得 到 : \、_ 工 _ = -ee) ， 于 是 证 明了 引 理 2 
只 一 1 
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3 定理 的 证 明 


有 了 上 一 节 的 三 个 简单 引 理 , 我 们 容易 完成 定理 的 证 肯 . 事实 上 由 Mangoldt 函数 A(n) 的 
定义 及 引 理 3 可 得 


Ani) 世 A(pkca) 本 忆 lnp 
2 刺 6 到 刀 52 巴 22 刺 05 


[ 
呈 
书 
习 . 
克 
可 
| 
必 
局 
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洽 
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人 
也 


结合 引 理 1, 引 理 2 并 注意 到 (4) 式 可 得 
ec、A(nK 1 mm (天 
3 生生 人生 下 

从 了 了 


= 有 太一 1 


于 是 完成 了 定理 的 证 肯 . 
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Abstract: For any positive integer mn, the famous Smarandache function S(mn) is defined as the smallest positive 
integer yn such that mlml， That ia，S(mw = minfm : me N，n|ml}，The main purpose of this paper 过 using 
the elementary methods to study the relationship between the Riemann zeta-function and one kind Dirichlet's 
series involving the Smarandache function， and give an interesting identity. 

Keywords: Srmarandache function,Riemann zeta-function,identity 

2000MSC: 11M06 


